Cours DC3_ M3 - Analyser la structure des mécanismes

SCIENCES INDUSTRIELLES POUR L’'INGENIEUR

ATS DC3 _Modéliser, schématiser et représenter les mécanismes d'un
\ systéme

Analyser la structure des mecanismes
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e Analyser la structure d'un mécanisme en vue de déterminer son

Objectifs éventuel hyperstatisme

Analyser la structure d'un mécanisme en vue de déterminer des

liaisons équivalentes

Savoirs

Je connais:
o Degrés de mobilité et d'hyperstaticité
¢ La notion de contrainte géométrique associée a un hyperstatisme
e La notion de liaison équivalente

Savoir Faire
Je sais faire:
¢ |dentifier I'architecture structurelle d'un mécanisme
o Déterminer la liaison cinématiqguement équivalente a un ensemble de deux liaisons.
o Déterminer le degré de mobilité et d'hyperstatisme d'un mécanisme
e Déterminer les contraintes géomeétriques associées a un hyperstatisme
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Cours DC3_ M3 - Analyser la structure des mécanismes

. modélisation

L’objectif de I'ingénieur est de comprendre, analyser, améliorer ou valider un mécanisme réel. Pour cela, il
faut d’abord le modéliser afin de pouvoir lui appliquer ensuite les lois de la mécanique du solide.

Domaine du client /
Besoin

3
CDCF
Performances attendues

Ecart 1
CDCF // Reel

Domaine du laboratoire
T TR

&

Ecart 3
CDCF / Modele

Domaine de simulation
EE

Réel
Performances

Modele
Performances simulées

\//

Ecart 2
Réel /l Modéle

Le choix du modéle dépend :

de I'étude que I'on cherche a mener

du degré de précision demandée pour cette
étude

des moyens de calculs disponibles pour
cette étude

Le domaine de validité des lois de la
mécanique implique la mise en place
d’hypothéses simplificatrices lors de la
phase de modélisation.

Il. Structure des mécanismes et chaines de solides

La structure des mécanismes peut-étre représentée par le graphe des liaisons, graphe ou les classes
d’équivalence sont représentées par des cercles et les liaisons par des arcs (ou des segments) joignant les

cercles.

Suivant la représentation obtenue, on pourra distinguer :
e des chaines ouvertes continues de solides,
e des chaines fermées simples de solides,
e des chaines fermées complexes de solides.

Chaine continue ouverte : Robot Chaine continue fermée Chaine complexe

999@
o

Exemple: Robot Ericc

Exemple: bras de robot MAXPID

Exemple : Plateforme Stewart
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lll. Liaisons cinématiquement équivalentes
l1l.1.Définition

On appelle liaison cinématiquement équivalente entre deux pieces, la liaison qui se substituerait a I'ensemble
des liaisons réalisées entre ces pieces avec ou sans piece intermédiaire.
La liaison équivalente doit avoir le méme comportement cinématique que I'ensemble des liaisons
auquel elle se substitue.
On distingue 2 cas :

e les liaisons en paralléle,

e les liaisons en série.
Pour déterminer une liaison équivalente, on peut rechercher soit le torseur statique équivalent, soit le torseur
cinématique équivalent. On parle dans le ler cas de méthode statique, dans le 2éme de méthode
cinématique.

lll.2.Liaisons en parallele "

n liaisons (L1), (L2),...., (Li), ...., (Ln) sont A

disposés en paralleles entre deux solides (S1) et ﬁ
(S2) si chaque liaison relie directement ces deux

solides.

O

[11.2.1.Détermination de la liaison équivalente a plusieurs liaisons en parallele

Approche cinématique
L'ensemble des liaisons Lien paralléle impose le mouvement du solide 2 par rapport au solide 1,

{\/(52,51)} représente ce mouvement.
{\/(';'2,51) } le torseur cinématique de la liaison Li entre les deux solides S1 et S2.

Chaque liaison Li ne peut que respecter le mouvement global du solide 2 : {\/(52,51)}: {\/(52,51)}

La liaison équivalente Leq doit aussi respecter le mouvement global du solide 2, d'ou la condition
que doit respecter le torseur cinématique de la liaison équivalente (en fonctionnement) :

equ }_{\/U }
(82/s1) ) — (¥(S2/8y) )

Approche statique
Chaque éléments des torseurs statiques supprimant des mobilités se cumulent on aura donc :

equ _ Li A .
(32%51)}— Z{I'(SZHSD} en un méme point.

Conclusion : Dans le cas des liaisons en paralléle, on privilégiera la méthode statique. Afin de simplifier
les écritures, on aura intérét a rechercher si les ensembles de points conservant pour chaque torseur sa
forme particuliere ont une intersection. On écrira alors les éléments de réduction des torseurs en un point de
cette intersection.
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Exemple

AM — Za@l

Ci dessous le dessin d'ensemble d'un touret & meuler. L'arbre du touret est guidé en rotation par I'association

Application 1

de deux roulements. AB=a.x,

A partir de la représentation partielle :
e Réaliser le graphe de liaison liant 0 et 1 en modé
e Réaliser le schéma architectural.

lisant une liaison pour chaque roulement.

e Déterminer par une approche statique la liaison équivalente entre 0 et 1. En déduire le schéma

cinématique minimal.

o Quels peuvent étre les avantages d’une telle solution technologique ?

Yo 15 ﬁ 1 3 1 ;2 5 fi /i 9 2 10 /lL 12
o | e L s [}
. | e s . 97 4 / 3 [
= b \E 77, 7777 =eebecdee
A 1 ’ N /\
| 7 '//’/ / R N\ /[ \
I || M AR
:// i = /: / / \
: LI § . = W [ 7
: =il @ o = - Sledi -
? iy Iy O 21y
: O
A\ v i F A 7 H L
| g = /
A /sV {\\\

NN sﬁx\x\gg o \1 u/ »

Touret a meuler (source : http://ssi.stjo.free.fr/content/fichiers/rotation/Cours_roulement.pdf)

[1l.3.Liaisons en série

n liaisons (L1), (L2),...., (Li), ...., (Ln) sont disposés en
série entre deux solides (S1) et (S2) si elles ont
disposées a la suite 'une de I'autre par 'intermédiaire de
(n-1) solides.
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l11.3.1.Détermination de la liaison équivalente a plusieurs liaisons en série

Approche cinématique
En décomposant sur les solides intermédiaires on obtient :

ars) = W} + 4 Wy o o)

Approche statique
En appliquent le PFS au systéme de solides (1+2) on obtient :

{TSez%l} - {TSLi}Sl} - {TSI;'i/Si} - {TSI;]./S j}

Conclusion : Dans le cas des liaisons en série, on privilégiera la méthode cinématique. Afin de simplifier
les écritures, on aura intérét a rechercher si les ensembles de points conservant pour chaque torseur sa
forme patrticuliére ont une intersection. On écrira alors les éléments de réduction des torseurs en un point de
cette intersection. 2

Exemple 2 }_\
O \

Application 2
Ci dessous le dessin d’'une pompe hydraulique (Pompe Leduc) utilisée
dans l'aéronautique (Hélicoptére). L'objectif est d’analyser la liaison
entre le piston 6 et l'arbre 4.

e Compléter le schéma cinématique

e Déterminer par une approche cinématique la liaison équivalente

entre 4 et 6.

Quels peuvent étre les avantages d’une telle solution technologique ?

14 LL nn.' I
It ’f'rr*r Uk ﬁl":
-J.I’llllm

| © S — el

J I
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V. Degrés de mobilité d'un mécanisme

On définit le degré de mobilité d'un mécanisme (m:) comme étant, le nombre de mouvements
indépendants possibles dans un mécanisme. Ce nombre correspond donc au nombre de paramétres
cinématiques indépendants nécessaires pour définir toutes les inconnues cinématiques.

Le degré de mobilité mc, est la somme des mobilités utiles m, et des mobilités internes m;.
e mobilité utile (my), représente le nombre de mouvements indépendants faisant intervenir au
moins un des paramétres d'entrée-sortie du mécanisme.
Pour trouver my, on peut imaginer bloquer les piéces d’entrée/sortie du mécanisme. La mobilité utile
correspond alors au nombre minimal de piéces qu’il a fallu bloquer pour figer les lois entrée-sortie.
Dans la plupart des cas les mobilités utiles sont liées a un actionneur (vérin, moteur,...).

e mobilité interne (mi), représente le nombre de mouvements indépendants ne faisant des
paramétres d'entrée-sortie. Ces mobilités concernent des piéces internes au mécanisme qui ont la
capacité de bouger sans entrainer les autres piéeces.

Pour trouver mi , on peut imaginer bloquer les mouvements d’entrée/sortie du mécanisme et compter
ensuite les mouvements internes possibles et non contrélés de pieces qui ne participent pas au
mouvement d’entrée-sortie.

Les bielles et les tiges de piston, selon la modélisation, peuvent présenter une mobilité interne (rotation sur
elle-méme).

Exemple pompe hydraulique de pilote de bateau:

B un seul ressort représenté
3 4 5 L— 7 8 9 13 1% 15
\ ' ’_ |/ [
i ./" / A - 1 : Corps fixe

\ 6///’ / : 4 2 : Barillet

B 7 : Piston

9a : Plateau

N
\\R\
N\
!
,
2B &’

! ! A—A
LB 20 17 18 [19
Avec le modéle choisi:
1 7 my=1
= - - — e rotation de la piéce 2
WM, =2 4
= O Mg, =5 mi=2
\ ' e rotation du piston sur lui
e méme
| I— f\, e rotation du plateau
Mg, =1 M
v s
—— mC:mu+mi:3

Remarque:

Les degrés de liberté caractérisent les mouvements dans les liaisons et les degrés de mobilité les
mouvements des piéces dans les mécanismes.
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V.Notion d'isostatisme - d'hyperstatisme
V.1. Définition

Le degré d’hyperstatisme (h) d’un mécanisme caractérise la surabondance des liaisons constituant
le modele du mécanisme. Un systéme est isostatique si h=0, un systéme est hyperstatique si h>0.

On peut également dire que:

¢ Un mécanisme est dit isostatique lorsque I'ensemble des liaisons mécaniques, entre piéces qui le
constituent, interdit de fagon optimale (sans surabondance) certains degrés de liberté, en vue
d’obtenir le ou les mouvement(s) de sortie attendu(s).

¢ Un mécanisme est dit hyperstatique lorsque 'ensemble des liaisons mécaniques entre pieces qui le
constituent interdit de facon surabondante certains degrés de liberté, en vue d’obtenir le ou les
mouvements de sortie attendus (pour des questions de résistance, de précision, de piéces
déformables notamment, pour permetire le fonctionnement dans certains cas de figure,...).
L’assemblage d’un mécanisme hyperstatique suppose alors une précision d’usinage accrue des
piéces qui le constituent.

Exemple: guidage en rotation d'un arbre (liaison pivot)

yL
Le degré d'hyperstatisme de la modélisation esticide 1~ L'hyperstatisme engendre une contrainte géométrique de
et est du a la surabondance d'arrét en translation réalisation des piéces a respecter: entraxe ai=ao.

suivant l'axe Xo.
- el el

Condition géométrique non respectée

O—O0 A

HO

La modélisation choisie est ici isostatique, la
réalisation des pieces ne présente aucune
contrainte.

Remarques:
e Le nombre de contraintes géométriques a respecter est égale au degré d'hyperstatisme,
¢ ['hyperstatisme est parfois bénéfique lorsque les efforts rentrant en jeu sont si importants que I
isostatisme n’empéche pas les déformations. Un mécanisme hyperstatique, grace a des liaisons
intermédiaires peut limiter les déformations, augmenter sarigidité. Toutefois, il n’est pas possible
de se passer des conditions géométriques a imposer et cela augmente le colt de fabrication.
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V.2. Calcul du degré d'hyperstatisme

Formule de mobilité permettant de calculer le degré d’hyperstatisme d’'une modélisation en fonction du degré
de mobilité m. et de 'indice de mobilité m.

h=mc-m

N\

Degré de mobilité

mc:j]u'*'mi
mu : mobilité utiles

mi :mobilité

Indice de mobilité
m=Es-Ns=Nc-Ec

D'ou :

Analyse statique
Es: Nombre d’équations
scalaires obtenues par le
principe fondamental de la
statique.
Es=6(n-1)

n: nombre de classes
d'équivalence du mécanisme
Ns : Somme des inconnues
statiques de toutes les liaisons
du modéle

Analyse cinématique
Ec: Nombre déquations
scalaires  obtenues  par
fermeture cinématiques d’un
modéle constitué de y cycles
indépendants.

Ec=6y*

Nc : Somme des inconnues
cinématiques de toutes les
liaisons du modele

*y=nombre cyclomatique
Ce nombre représente le
nombre de chaines
fermées indépendantes du
mécanisme il se calcul
ainsi:

y=nombre de liaison -
nombre de classe
d'équivalence +1

Approche statique :
Approche cinématique :

h=Ns-6(n-1)+m,
h=6.y-Nc+m.

Application 3

Le fauteuil électrique ci-dessous est équipé de systéemes permettant différents réglages dont notamment le
réglage de la hauteur de I'assise par 'intermédiaire d’un vérin électrique.

Vérin
électrique

Afin d'implanter ce vérin correctement sur le fauteuil il faut connaitre I'architecture du mécanisme.
Ci-dessous la représentation et la schématisation du vérin électrique .

@ [

—

e Déterminer par une analyse le degré d’hyperstatisme du mécanisme.
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ANNEXE - CALCUL VECTORIEL

. VECTEUR
|.1. Caractéristiques d’un vecteur

Un vecteur est un segment de droite orienté AB
Il est caractérisé par :
e son origine ou point d’application A,

e sadirection : droite ou support a laquelle appartient le segment AB,
e son sens : celui du mouvement d’'un mobile allant de A vers B,

e sagrandeur ou module : notée AB ou HABH )

|.2. Base

- - -

Une base est un ensemble de 3 vecteurs linéairement indépendants (X, Y, z) tel que (z) ne puissent

s'écrire que (E —ax+ b.}) :

- - -

e Un repére est l'association d’un point d’origine et d’une base. Repére (O, X, Y, 2) .

e Base et repére orthonormés (x Ly 1 z) avec HXH = HyH = HZH =1

o Base et repére orthonormés directs : Base et repere orthonormés dont les axes forment un triédre

direct (regle des 3 doigts de la main droite)

Représentation spatiale Représentations planes

v
_ ¥ ,
e ¥y X
o
o o

- - -

X

> - —

Remarque: On associe parfois a la base orthogonale directe (X, Y, z) les vecteurs unitaires (i, j,K) .

z

1.3. Composantes d’un vecteur

Soit, un repeére orthonormé direct : R (O, X, Y, 2)
Le vecteur se note :
OP =P X+ Py.y + P,.Z, Py, Py et P, sont les composantes du vecteur

P 2 2
et |[OP| = R? +R, +P,
@ CPGE ATS Lycée Eiffel Dijon Dufour
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Soit :
e un repére orthonormé direct : R (O,;(,YI,E)
o coordonnées du point A: (X,,Y,,Z,)

e coordonnées du point B : (X,,Y,,Z,)

X, = X,

Le vecteur AB est définit par ses composantes : |AB| y, — Y,
Z, — 1,

|.4. Opération sur les vecteurs

.4.1. Somme vectorielle —

Si V,=xX+Yy,.y+z7,.7etV, =X, X+Y,.Yy+2,Z

alors |V, +Vo = (X +%,) X+ (Y, + Y,).Y + (2, + 2,).Z

[.1.1. Multiplication d’un vecteur par un scalaire
SiV=xX+Y.y+2Z alors AV = AXX+Ay.y+A.2.2 /
Les vecteurs V et AV sont des vecteurs colinéaires. /

[.4.2. Produit scalaire

Opération qui associe a deux vecteurs un scalaire et est noté V, V.

lLe produit scalaire de deux vecteurs est un scalaire]
Calcul par les composantes

Soient V, =X, . X+V,.y+z2,.Z et V, =X, X+VY,.Y+2,.2

Alors V.V 2 = XX, + V,.Y, +Z,.2,

Calcul par le module et I’angle entre les deux vecteurs
V.V, = ’\Z ’\7; .c0sé "

Remarque : /ﬁ

e Si: #=0alors \71\72 =V,V, v

e Si: ngalors \71.\72:0

[.4.3. Produit vectoriel

Opération qui associe a deux vecteurs un troisieme vecteur.
ILe produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur

(U,\7) SW =U AV tel que:

o W est perpendiculaire au plan formé par U etV

. (U,V,VV) forment un triedre direct

. ”\/T” = HU‘HWSIn a avec a angle entre U etV

Cette opération est anticommutative et distributive par rapport a I'addition.
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Cours DC3_ M3 - Analyser la structure des mécanismes

Soient V, =X, X+VY,.Yy+7,.7Z et V, =X, X+ Y,.Yy+7,.2
Calcul par les composantes

X X (W W, =Y:.2, = 7,.Y,
Alors V, AV, =W =y, Aly, =|W, avec |W, =Z,.X, —X,.Z,
Z; |Z, W W; = XY, = Yi:X,

Calcul par la distributivité
W =(XX+VY,.Y+Z,.2)A(X,X+Y,.Y+2,.7)

W = X, X (X A X) + XY, (X A 9) +%.Z,.(X A E)
=0 =z =y
+ yl-Xz-(S; A ;Z) + yl'yZ'(g; A g;) + yl'ZZ'(S; A E)
=7 =0 =X
+ zl.xz.(E AX)+ zl.yz.(E A 9) + zl.zz.(E A E)
=y =—X =0

W =X.Y,.Z = X.2,.Y = V;.X,.2+ Y,.2,. X+ 2,.X,.Y — 2., .X

Calcul par le module et I’'angle entre les deux vecteurs

”vv”:’vl AV 2 [vl M sing AT

Propriétés :
e Le produit vectoriel est anticommutatif

V, AV2 =—(V, AV1)

e Associativité par rapport a la multiplication
par un scalaire

AN, AV2)=AV1 AV, =V A AV,

e Distributivité

\71 AN (\72 +\73) 2\7; /\\72 +\7; /\\73

e Cas patrticulier

e Si:f= %alors V, AV, =Vs| avec V; LVi|et|V; LV,

— —

e Si:0=0alors|V; AV2=0

|.5. Moment vectoriel d’'un vecteur en un point

Soient :
e A un point appartenant au support de F M—F—’;
¢ B un point quelconque de I'espace 8 .
— B
Par définition le moment vectoriel de F au point B est : . /F—:-
= _— M7 A
Mg (F)=BAAF p _—""H
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II. TORSEUR
11.1. Définition

Le torseur est le représentant d'un ensemble de vecteurs glissants bi, (Di)}, il est défini par ses deux
éléments de réduction :

n = - (DY)
g L, = - U e
e R :larésultante du torseur R = ZUi /
i=1 - Il (D,)
- —_ n - — ,—"')('—‘ J/:V——-—‘
e M, :le moment au point A du torseur M a = ZAF’i AU ) *P
= A 7R
X P, U,
e ipgce. )

On ote ;{T}:A{Mi} ou (T}, M)

R, M,
Ce torseur comporte 6 composantes : {T }= RyM,
Rz M A

A ) (xy.2)

Remarque :
e Larésultante |R| du torseur est indépendante du point ou est défini le torseur.

e Le moment dépend du point ou il est exprimé.

II.2. Changement de point ou de réduction d’un torseur (« transport
d’un torseur »)

Pour déplacer au point B un torseur exprimé en un point A, il faut :
e Conserver la résultante R
o Déplacer le moment en utilisant la relation du champ des moments :

M M A+ BA/\ R (« BABAR »)

{ =MA+BA/\R}
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11.3. Opérations sur les torseurs

Eqalité de deux torseurs
Deux torseurs sont égaux s'ils ont mémes éléments de réductions { } B {T 3 Rm] = Rm,]
en un point, réciproquement s'ils ont mémes éléments de réduction en 1A Yt
un point, ils sont égaux. A R

—

M Al = M afr, ]

Somme de torseurs
Soit deux torseurs dont les éléments de réductions en un point sont connus alors:

ﬁ 1 ﬁ 2 ﬁ 1 +§ 2
{Tl}A: {—»[T] } {TZ}A: {_.[T] } alors {T1+T2}A: {_. ] _[.T] }
A (Mam) . A Mam] A Mam]+Mar])

Multiplication par un scalaire

R AR
Soient, {T }A: _R,[T] et A un réel Alors l.{T }A: -]
A (M) A AM )

Comoment de deux torseurs

On appelle comoment le scalaire défini par :

M afr,] M afr,]

= Ron ]l = — -
T ®1{T, )= {—»m } ® { .} } = R, .M afr,] + M R,
A R A R

Ce scalaire est un invariant, il est indépendant du point ou I'on prend les éléments de réduction des
torseurs.
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