Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

SCIENCES INDUSTRIELLES POUR L’INGENIEUR

ATS )_ DC5:Analyser et caractériser le mouvement dans les mécanismes

Loi entrée-sortie d'une chaine cinematique

!!‘E; EIFFEL
zw

. 0 e Déterminer la loi entrée sortie d'une chaine
ObJeCtIfS cinématique

Savoirs
Je connais:
e Loi de mouvement (trajectoire, vitesse, accélération)
e Outils mathématiques associés:
o Vecteurs et systémes de coordonnées
o Projection d'un vecteur et produit scalaire

Savoir Faire
Je sais faire:
e Déterminer la loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple par fermeture de chaine géométrique
o Déterminer la loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple par fermeture de chaine cinématique
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Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

La loi Entrée Sortie d’'un mécanisme est ’ensemble des relations qui existent entre les paramétres
cinématiques d’entrée d’'un mécanisme (en général actionneur) et les paramétres de sortie. Ces
relations peuvent étre obtenues de manieres différentes selon la configuration du mécanisme.

Nous avons vu précédemment que les systémes mécaniques peuvent étre constitués a partir d’'une chaine
cinématique ouverte ou bien d’'une chaine cinématique fermée ou méme de plusieurs chaines cinématiques
fermés.

La méthode de détermination de la loi Entrée Sortie (E-S) dépend de la configuration du mécanisme.

|. CHAINE CINEMATIQUE OUVERTE

Graphe de structure :
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’ Ici, les liaisons L; sont toutes des liaisons
= i ] pivots

Dans le cas des chaines cinématiques ouvertes, la loi Entrée Sortie concerne la relation entre les
coordonnées articulaires et les coordonnées opérationnelles du point en bout de chaine.
On distingue le modéle géométrique direct et le modéle géométrique indirect :
e Le modeéle géométrique direct permet de lier les coordonnées opérationnelles aux coordonnées
articulaires.

e le modéle géométrique indirect permet de lier les coordonnées articulaires aux coordonnées
opérationnelles.

l.1. Exemple bras de robot X1

Modele Simplifié

e [y
T
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—D —
= o xg
o w
= b - a
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On considére le modéle plan simplifié dans lequel la pince de robot n’est animé que par deux mouvements
de rotation paramétré 6, et 6,.

Le point B en bout de chaine a comme coordonnée x; et y; dans le repére Ry (0, xg, Vo » Zg)-
Soit L la longueur des 2 bras de robot [0, A] et [AB].
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Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

[.1.1. Relation directe

Le modéle géométrique direct permet d’exprimer les coordonnées x et yz en fonction des parametres 6,
eto,.

. . — N . . . N , .
En écrivant la relation de Chasles 0yB = 0,01 + 0,4 + AB apres projection on arrive a déterminer le
modéle géométrique direct :

{xB =L.cos@q+ L.cos(01+ 6,)
yg=a+ L.sin@; + L.sin(8; +06,)

[.1.2. Relation indirecte

Le modéle géométrique indirect permet d’exprimer les paramétres 6, et 6, en fonction des coordonnées
xp et yz. Le modéle géométrique indirect est plus délicat a trouver (voir démonstration).
_ 1 Xpg 2 yg—a 2 _
0, = arccos [E((T) + (T) ) 1]
yp—a

0, = arctan (—)
Xp

Modéle géométrique indirect : 0
_%

2

Démonstration de I'obtention de Ia loi entrée sortie cinématique a partir des équations de fermeture cinématique.

. . . N . (xgp=L.cos@,+ L.cos(64 + 0,)
e On part des équations issues du modéle direct : {J’B — a+Lsin0, + L sin(0, + 6,)

e On transforme les sommes trigonométrique en produit a I’aide des relations :
a+b a—b . . . a+b a—b
cosa + cosb = 2. oS —=.C0S —— et sina + sinb = 2.smT. cos ——

20,46 0
Xg = 2L.cos%.cos—2

{xB = L.cos@; + L.cos(6, + 6,) -

Vg =a+L.sin0; + L.sin(6; +6,)

20,40 o
yp—a= 2L.sm%.cos?2

e On déterminer larelation 8, en fonction de xg et yg:
. . . Ly , , . . 201+6
o Enisolant les produits trigonométriques et en élevant au carré pour faire apparaitre cos? (%) +

. o (20146
sin? (%)

91;92) .cos? (%) + 4L%. sin? (@) .cos® (92—2) = x5+ — a)®

[ 14+cos@
o Avec cos? (72 = 2

(
= 412 cos? (92—2) = x5+(y5 — a)*
)

2

0
2= xj+(yp — a)?

1+cos
412 ——2
= 2

2 _\2
= COSQZ = i[xé-{—(yB - a)Z] —-1= ;I:(xTB) + (yBL a) ] -1

()1

e On déterminer larelation 84 en fonction de xg, yp et 0, :

20,+0 0
xp = 2L.cos == cos?2

o En repartant du systéme 20 et en faisant 222 :
, 1162 02 XB
yg —a = 2L.sin———= —=

On obtient donc |8, = Acos P <(x_8)
2 L

. 20146, 62 . 201+67

yg-a _ 2L.SlnT.COST _sin—o—= tan 26,46,

= = > = > = e
xB 2L.cosm.cos672 cos@

On obtient donc : |9; = atan? - %
B
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Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

ll. CHAINE CINEMATIQUE FERMEE

La loi Entrée Sortie dans les chaines cinématiques fermées peut étre obtenue de différentes méthodes :
o fermeture géométrique ou fermeture angulaire
e produit scalaire de 2 vecteurs d’orientation relative constante
o ['équation obtenue par la condition de roulement sans glissement
e lafermeture cinématique

II.1.Loi entrée sortie par fermeture géométrique

La loi entrée sortie dans le cas de chaine fermée s’obtient souvent par fermeture géométrique. Il s’agit
d’écrire une relation vectorielle (relation de Chasles), traduisant la fermeture de la chaine, en passant
par les points caractéristigues du mécanisme. On projette ensuite cette relation dans une base (choisi
judicieusement pour limiter les calculs) afin d’obtenir des relations scalaires entre les différents paramétres,
puis on élimine les paramétres intermédiaires afin d’établir notre relation entre le paramétre d’entrée et le
paramétre de sortie du mécanisme.

I1.1.1. Exemple - systéme bielle manivelle

Transformation : Rotation continue en translation alternative et inversement.

Réversibilité : Parfois

Utilisation : Moteurs thermiques, compresseurs, certaines pompes et moteurs hydrauliques, marteau
perforateur...

Caractéristigues : excentricité 0A = e et longueur de la bielle AB = L

Compresseur

Modeéle virtuel A5 Modéle plan
20

Réel

Carter (biti 1)

Moteur

0—& -

0Oz, BZ 3=z,

G
\

Schéma d’aprés Florestan Mathurin

Dans les cas du systéme bielle manivelle utilisé comme compresseur :
e Le paramétre d’entrée a représente la rotation de la manivelle (vilebrequin).
e Le paramétre de sortie x représente la translation du piston
e Le parametre B est un paramétre intermédiaire traduisant la position angulaire de la bielle par
rapport au bati.
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Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

Afin de déterminer la loi entrée-sortie f(x) = f(a) on écrit la fermeture géométrique :
= 00=0A+AB+B0=0
= e.JT{ +L.372) —x.JTO) = _0)
e En projection sur x, et y, on obtient deux équations scalaires :
{e.cosa+L.cosB—x =0
e.sina+Lsinff=0
Afin d’obtenir la loi entrée sortie on élimine le paramétre B en isolant § dans chacune des relations, on
éleve ensuite au carré chacune des relations et on les additionne.
e Onisole g dans chacune des relations :
{L.cosﬁ =x—e.cosa
L.sinf = —e.sina
e On éléve chacune des relations au carré :
L?.cos? B = (x — e.cos a)?
{ L%.sin? = e?.sina
e On additionne les relations pour faire apparaitre cos?g + sin?g = 1
L%.(cos? B + sin? B) = (x — e.cos @)? + e?.sin*«a
L? = (x —e.cosa)? + e?.sin*«a
e En manipulant la relation
= [?=(x—e.cosa)?+e?sin*a

= (x —e.cosa) =VL? —e?.sin*a

= x=e.cosa+VL?—e?sin?a

On obtient la relation suivante :
\x =e.cosa++/L? — (esina)? (valable pour e < L)

Remarque :
On peut également écrire la fermeture angulaire qui ici n’a que peu d’intérét :

= (X0, %7) + (%1, %2) + (%2, %3) + (x3,%5) = 0
= 0{+012—ﬁ+0=0
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Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

II.2.Loi entrée sortie par fermeture cinématique

On peut déterminer une loi entrée sortie en fonction des dérivées des paramétres et des paramétres
eux-mémes. Cette relation s’obtient en écrivant une fermeture cinématique a l'aide de torseurs par
composition des mouvements.
On obtient alors deux équations vectorielles :

= composition des vecteurs rotations

= composition des vecteurs vitesse linéaire (instantanés).

I1.2.1. Exemple - systéme bielle manivelle

Compresseur

Modéle virtuel - &
Réel 43, Modeéle plan

0z, BZ Z,= Z,
Schéma d’aprés Florestan Mathurin
Traduction de la fermeture cinématique de la chaine : {V/3} + {V3/2} + {V2/1} + {V1,0} = {0}

D'ou :

Q Q Q Q 0 Qo3+ Q32+ 0y + Q)0 = 0
A A A A A

VAEO/3 VAE3/2 VAEZ/l VAel/O

Vaeo/z T Vaezjz + Vaez/1 + Vaer/0 = 0

ol

e Fermeture cinématique angulaire
= 00/3 + 93/2 + 02/1 + .9.1/0 = 0

= En projectionsurzy: —B+ 05, + & =0

e Fermeture cinématique linéaire

= Vaeoss + Vaezjz + Vaez/1 + Vaer/0 =0

. —>
0 Vaeosz = —Vpesjo = —X. %o

@] VAE3/2 = VBE3/2 + AB /\.{23/2 = L.xz N _ﬁ.ZO = Lﬁyz attention car .03/2 = _.(22/3 =

— .
—{y0 = —B.z5
—_— -

o VAEZ/l =0

;_ e d
o Vierpo=e.ay;

= Alors —x.xy + L..y, + e.d.y; = 0 d’'oli 2 équations scalaires en projection sur x, et sur y,.
—x—L.B.sinB—e.asina=0
LB.cosp+edacosa=0
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Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

On peut constater qu’il s’agit des deux équations scalaires obtenues par dérivation des équations de la
fermeture géométrique.

Les équations obtenues par fermeture cinématique correspondent aux dérivées
des équations obtenues par fermeture géométrique. Les deux approches amenent
au méme résultat mais la dérivation de la fermeture géométrique est généralement
plus simple, on privilégiera cette méthode pour obtenir les équations en fonction
des parameétres de vitesse.

Démonstration de I'obtention de la loi entrée sortie cinématique a partir des équations de fermeture cinématique.
{ —x—L.B.sinB—e.dasina=0 (xcosp) - { —xcosB —L.B.sinB.cosp —e.a.sina.cosp =0 (1)
L.B.cosfB +e.d.cosa =0 (XsinpB) L.B.cosB.sinf +e.d.cosa.sinf =0 (2)

(1) + (2) = —xcosB —L.f.sinB.cosf —e.a.sina.cosf + L.B.cos fB.sinf + e.d.cosa.sinf =0
= —xcosp —e.a.sina.cosf +e.a.cosa.sinff =0

. P . sin
= X =-—e.a.sina +e.a.cos a.cosl; 3)

, . . i g , i 2 sin? 1 -
A l'aide des équations de fermeture géométrique on a :sinf = — eSlL"“ Donc cosf = |1 -2 SL”; ?= V12 —eZsinta

On remplace dans I'équation (3) :

esina 2. .

. L . (— T) L. e‘acosa.sina
X =-—e.a.sina+e.a.cosa. 1 =—easina ————
(Zm) L2 —e’sin’a

On retrouve bien la méme expression que l'on obtient en dérivant I'expression trouvée a l'aide de la fermeture
géométrique :

I
= x=-e.cosa+VI? —e?.sin’> ¢ avec Vu =

ur
2Vu
e2acosa.sina

VI2—-eZsin2a

= XxXx=-—-e.asina-—

[1.3.Loi entrée sortie par produit scalaire entre deux vecteurs

La loi entrée sortie dans le cas d’'une chaine fermée peut parfois se faire en tenant compte de la particularité
angulaire du systéme (conservation d’une valeur angulaire lors du mouvement par exemple).
11.3.1. Exemple — Barriére sinusmatic

La barriére Sinusmatic est un systéme de transformation de mouvement qui s’adapte sur un motoréducteur.
Il permet de transformer le mouvement d’entrée du moteur (rotation continue) en un mouvement de rotation
alternative d’amplitude 7T/z sur la lice.
Le systeme se compose :

e D'un bras moteur 1 en liaison pivot avec le bati 0 suivant 'axe (4, zy).

e D’une noix en liaison sphérique de centre B avec le bras moteur 1.

e D'un croisillon en liaison pivot glissant suivant 'axe (B, y3)

e D'un arbre de lice 4 en liaison pivot suivant 'axe (C, x,) avec le croisillon 3 et en liaison pivot suivant

laxe (D, ;) avec le bati 0.

On définit :

S , < - > — —
e «ale paramétre d’entrée tel que a = (xg,x1) = (¥9,Y1)

X ) . —_ —> —_ =
e [le paramétre d’entrée tel que B = (xo,%4) = (20, 24)
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Cours DC5-M5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

Bras moteur (1)

Reéel

Croisillon (3) Lice de la biére 4)

. s . < 4 . . . N . .
La particularité angulaire de ce systeme est que le vecteur BC reste toujours perpendiculaire a la direction

(x2). Par conséquent le produit scalaire des 2 vecteurs d’orientation s .x, est nul : 3 .x, = 0.
On traduit cette particularité afin de définir la loi entrée sortie :

}z.ﬂ = OaveC373> = cosy.ﬁ+siny.z_{ etaa= cosB.aTo)—sinB.z_o)

D’ou
=
=
=

=

- — — , - — , -
V3.%, = (cosy.y, +siny.z;y).(cos B .xq —sinf.zy)
V3.X4 =COSY.COSS.y1.Xg—COSY.Sinf.y;.2z5+siny.cosf.z;.xqg—siny.sinf.z,.zg =0
—cosy.cosf.sina—siny.sinff =0
siny.sinff _

cosyoosf tany.tan B Soit la loi entrée sortie : = sina = —tany.tanf

sina =

Remarque : Pour y = % I'amplitude de Ia lice est de%
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Cours DC5-MS5 - Loi entrée-sortie d'une chaine cinématique simple

[ll.LES MECANISME DE TRANSFORMATION DE MOUVEMENT CLASSIQUES

[ll.1. Systéme vis — écrou

Exemple : Bras de robot Maxpid

Transformation : Rotation continue en translation continue.
Réversibilité : Dépend des frottements dans la liaison.
Utilisation : Vérins électriques, chariots de machine-outil,
pilote automatique, élévateur...

Caractéristigues : p pas de la vis en mm

Loi d'entrée-sortie: x = ;';n. f avec x vitesse de translation

de I'écrou etB vitesse de rotation de la vis
[ll.2. Systéme a came

Exemple : Pompe hydraulique a pistons axiaux
Transformation : Rotation continue en translation
alternative.

Réversibilité : Oui (moteur :translation vers rotation
et pompe rotation vers translation).

Utilisation : Pompes et moteurs hydrauliques

Caractéristigues : inclinaison du plan (fixe) ¢ = (¥4, X), R = BC . y rayon des pistons

Loi d'entrée-sortie : A = . R.tan @ . sin @ avec A vitesse du piston et a angle de rotation du barillet 1.

[1.3. Excentrique

Exemple : Pompe a pistons radiaux de Xantia
Transformation : Rotation continue en translation
alternative.

Réversibilité : Dépend des frottements dans la liaison.
Utilisation : Pompes hydrauliques, taille haie.
Caractéristigues : excentricité e

Loi d'entrée-sortie: A = R + e.sin 6 avec A position du piston
(0A), 6 angle de rotation de I'excentrique.

[ll.4. Systéme croix de malte

Exemple : Distributeur de dose de café, Capsuleuse
de Bocaux

Transformation : Rotation continue en rotation
intermittente.

Réversibilité : jamais

Utilisation : Plateau tournant de machine de transfert,
indexage...

Caractéristigues : Angle entre les différentes rainures, et rayon de position de I'ergot R = 0,A.

Loi d'entrée-sortie : ‘tanf = % quand 0 < 8 < gavec L distance des deux centres de rotation (0, 0,).
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